RACIOCINIO LOGICO

ESTUDO DAS MATRIZES

Introducgao

O crescente uso dos computadores tem feito com que a teoria
das matrizes seja cada vez mais aplicada em areas como
Economia, Engenharia, Matematica, Fisica, dentre outras.
Vejamos um exemplo.

A tabela a seguir representa as notas de trés alunos em uma
etapa:

Quimica Inglés Literatura Matematica
Tassia 8 7 9 8
Sormany 6 6 7 6
Robério 4 8 5 9

Se quisermos saber a nota de Sormany em Literatura, basta
procurar o numero que se encontra na segunda linha da tabela
(horizontal) e terceira coluna(vertical).

Vamos considerar uma tabela de nimeros dispostos em linhas e
colunas, como no exemplo acima, mas colocadas entre
parénteses, colchetes ou barras duplas.

8 79 8 8 79 8 8 79 8
6 6 7 6loul6 6 7 6lou|6 6 7 6
4 8 5 9 4 8 5 9 4 8 5 9

A essas tabelas damos o nome de matrizes.

Chamamos de matriz de ordem m X n (lé-se:“m por n”) a
toda tabela de niUmeros dispostos e m linhas e n colunas. Na
tabela anterior temos, portanto, uma matriz do tipo 3x 4, ou
seja, possui 3 linhas e 4 colunas.

1. Definigdo
Matrizes sdo tabelas retangulares cujos elementos estao
dispostos em linhas e colunas.

Exemplos:
log200
-2
6 -2 log 1000
A=|4 = =
0 tg30° 7 cos 75°
7!

+
& ikt
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1-Uma matriz é do tipo m por n (indica-se m X n ), quando
possui M linhas e 71 colunas.

2-Os elementos de uma matriz A s&o simbolizados por ai]. ,

onde % representa a linha e jrepresenta a coluna onde o

elemento esta.

Exemplo: O elemento @,; ocupa a segunda linha e a terceira

coluna de uma matriz A .

Sendo assim, a representacao genérica de uma matriz

Az(av‘)mxné:

841 892 ... Ap 49 892 ... Ap
a a a a

A=|821 822 _| 821 3z _
_am1 am2 amn am1 am2 amn
41 312 ... Ay

_ |81 382
Amt 8m2 ..o @mp

2. Matrizes Especiais
Em funcdo dos valores de seus elementos, do nimero

de linhas e colunas ou ainda por serem aplicadas com muita
frequéncia, algumas matrizes possuem nomenclatura especial.
Vejamos algumas dessas matrizes.

2.1. Matriz coluna

E toda matriz que possui apenas uma coluna, isto &, é do tipo
m x 1.

2
Exemplos: A= 2 B = {_ 13}
7 ﬁ 2x1
10

2.2. Matriz linha

E toda matriz que possui apenas uma linha, isto &, é do tipo
1 xn.

Exemplos:

a=(-5 3 18 0 9)

B= [—8 6\/5]

1x5 1x2

2.3. Matriz nula
E toda matriz que possui todos os elementos iguais a zero.

{o 0 0} 0
Exemplos: A = = O2a3 B=

=ox
00 0 =

0
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2.4. Matriz quadrada

E toda matriz que possui nimero de linhas igual ao nimero de
colunas. Diremos que é uma matriz do tipo n x n, ou
simplesmente de ordem n.

4 1.6 13 12
Exemplos: A=|0 -2 9 B = H12 13
2x2
8 4 1 33
Observacgoes:

1. Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de
ordem 7 o conjunto dos elementos que tém os dois indices
iguais.

2. Chama-se diagonal secunddria de uma matriz quadrada de

ordem 7 o conjunto dos elementos que tém soma dos indices

iguala n+1.
=~ o
\52 N T O ’—3\
\ \
-1° 3 1 . 12
A= é uma matriz de ordem 4.

1, —8>(32 <4
/ / AN AN

/17/ 0

L \7

N N
20 16,
\._
Sua diagonal principal é {52, 3, 32, 6} e sua diagonal secundaria
é {-3,1,-8,17%}.
Traco de uma matriz quadrada

O traco da matriz quadrada A, indicado por 17, é a soma dos
elementos de sua diagonal principal.

Exemplo:
0 -2 5

B=|1 4 -1 |—>Tr(B)=0+4+2=6
3 7 2

Dica do Tio Sormany!!

MATRIZ RETANGULAR — E toda matriz em que o nimero
de linhas é diferente do nimero de colunas.

2.5. Matriz triangular

E toda matriz quadrada cujos elementos que se localizam acima
ou abaixo da diagonal principal sdo nulos.

Exemplos:

: NARIEERETH

Lkx, 0 O N I

: \ 0«4 7 41
\\ \\

A= : 0 0 \\O B= 0 0o~ 8 2 |
1 \\ \
151_-7 _12 0 0 0°-61

L .

N

triangula triangular superior
ai].= aU.=0,seZ>j
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riz diagonal
E toda matriz quadrada cujos elementos que se localizam acima e
abaixo da diagonal principal sdo nulos.

Exemplos:
50 0 0
0\\2\1\ 00 N
/|
S N N \.\/—2 \\\0
A= 0 O\\3 \\0 B= | > \
N N N N
0 0 O 0 “[E\’/
Ny

azi =0,se =% ]

2.7. Matriz escalar
E toda matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo

iguais.
Exemplos:
N 3/5\ 0 0 0
£3%0 0
AN \\
A=| 0%3 0 | B= N5 0
e 0 O~ 3/5 N
N\ \
0 073 0 o 0\3/5

2.8. Matriz identidade ou matriz unidade
E toda matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo
iguais a 1.

A matriz identidade de ordem n é denotada porfn .

Exemplos:
1 00
1 0
I, = e =10 1 O
0 1
0 0 1
l,sei=y
Em uma matriz identidade, a;,, = . .
Y 0,se1 =3

Atencgdo: A matriz identidade de ordem 1 é In = (1)

2.9. Matriz Oposta
Chama-se oposta de uma matriz 4 a matriz = 4, na qual cada

elemento é o oposto do correspondente em A .

Exemplo:
7 -8 -7 8
A=|-5 3 |=-4=|5 3
6 O -6 0

2.10. Matriz Transposta

Chama-se transposta de uma matriz A a matriz A%, obtida
trocando-se, ordenadamente, na matriz A, as linhas por colunas ou
as colunas por linhas.
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Exemplo:
4 s
1 4 -8 0
A=|-8 = = A =
3 NEREY
0 15 3 2%3
3x2

O Ministério do Raciocinio Logico adverte!

1. Se uma matriz quadrada A é tal que A' = A, entdo A é
uma matriz simétrica.

2 -5 3 2 -5 3
2. A=|-5 7 -9|e A =|-5 7 -9],logo
3 -9 6 3 -9 6

A=A= A ésimétrica.
OBSERVACAO. Nas matrizes simétricas, os elementos

simetricamente dispostos em relagdo a diagonal principal séo
iguais(aij = aﬂ.)

3. Se uma matriz quadrada A é tal que A" =—A, entdo A é

uma matriz anti-simétrica.

0O 5 -3

A=|-5 0 9 |=—A"= Aé anti-simétrica.
3 -9 0

OBSERVACOES.

> Nas matrizes anti - simétricas os elementos da diagonal
principal sdo todos iguais a zero.

> Nas matrizes anti-simétricas os elementos simetricamente
dispostos em relagdo a diagonal principal sdo
opostos( a; = —aﬁ).

3. Igualdade de Matrizes
Duas matrizes sdo iguais quando sdo do mesmo tipo e
apresentam todos os elementos correspondentes iguais.

Exemplos:

log,8 ~f7 sen30° 3 J7 1
p— 2

—/16 = 0 -4 7 0

32 -5 32 -5

0o 1 1 0

sout

& ikt
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Exemplos:
-5 6

4 25 4] _fe o
0 3 —1| |1 -4 —-1| |1 -1

AR R

Propriedades:

1) Comutativa: A+ B =B + A

2) Associativa: (A+B)+C=A+ (B+ Q)
3) Elemento Neutro: A+ 0=0+A=A

4) Elemento Oposto: A + (-A) = (-A) + A =0

B

5. Produto de Nimero por Matriz
Multiplicar uma matriz A por um numero k & construir uma

matriz B formada pelos elementos de A todos multiplicados por

k.

Exemplos:

8§ 0 14] 1 4 07
— _A_ 1

-1 12 -4 2 _E 6 -2

6. Produto de Matrizes

Para multiplicarmos duas matrizes é necessario que o niumero de
colunas da primeira seja igual ao nimero de linhas da segunda. A
ordem da matriz resultante é dada pelo niumero de linhas da
primeira e o numero de colunas da segunda.

4, By, = (AB)2X4

o 4y, B, =(4B) .
Exemplo:
[(2x1) (2x7) (2x6)]
+ + +
2 3| (1 76 3x8 3x0 3Ix9)| _
L 5]{8 0 9}: 4x1) (4x7) (4x6)|
+ + +
115x8) (5x0) (5x9)]
B 2424 14+0 12+ 27 3 26 14 39
_L+40 2840 24+45}_L4 28 69}

0BS.: A multiplicacdo de matrizes ndo obedece a
propriedade comutativa, no entanto existem matrizes que
sdo comutaveis.

Observagoes:

3
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* A definicdo dada garante a existéncia do produto AB somente se
o numero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B.

® Sendo possivel, o produto AB é uma matriz que tem o mesmo
numero de linhas de A e de colunas de B.

¢ O produto de matrizes ndo é uma operagdo comutativa, pois
em geral AB = BA.

eQuando duas matrizes A e B tais que A.B = B.A, dizemos que
elas comutam ou que sdao comutaveis.

e E possivel AB=ACcomB=CeA=0
Propriedades:

1) Associativa: (A.B).C = A.(B.C)

2) Distributiva: A.(B+C)=AB+AC
3) k.(A+B)=k.A+kB

4) 4.0=0 5y A I =4

6)1 A =4

mxn

7) (4B) =(BA)

8)sendo A=(a,) ,entso Al =1, A=A

m

7. Matriz Inversa

Seja A uma matriz de ordem 7. Chama-se inversa da matriz

A a matriz A ( que é tnica) tal que

AA"' =A4"4=1,

Observagoes:

()

® Se uma matriz ndo admite inversa, dizemos que ela é nédo

inversivel ou singular.

® Se uma matriz admite inversa, dizemos que ela é inversivel ou
invertivel.

& i

S50k

1.0.ESTUDO DOS DETERMINATES

Entenderemos por determinante, como sendo um ndmero ou
uma fungdo, associado a uma matriz quadrada, calculado de
acordo com regras especificas

¢ E importante observar, que sé as matrizes quadradas
possuem determinante.

® Usaremos a notacio det 4 para representar o
determinante da matriz 4.

2.0. Calculo de Determinantes

2.1.Determinante de 12 Ordem
O determinante da matriz A=( ap, ), indicado por

deu A, é o préprio elemento @, , isto é: det 4 = q,, .

A=la,|=detAd= |a11| = a,,(ndo confundir com médulo

do ndmero @, )

Exemplos:

se A =[-b],,, entdo det A =|-5| = —5.

Se B:[ﬁ] =>DetB:‘§‘:§
1x1 4 4

2.2.Determinante de 22 Ordem

O determinante de uma matriz quadrada de ordem dois é o
namero real obtido através do produto dos elementos da
diagonal principal menos o produto dos elementos da
diagonal secundaria.

4 2
Exemplo: Calcule o determinante da matrizA = 3 ¢l
Diagonal Secundaria
4 2
=46-32=24-6=18
3 6

Diagonal Prncipal

2.3. Determinante de 32 Ordem

(REGRA DE SARRUS)

Para calcularmos um determinante de uma matriz de 3@ordem
usamos a Regra de Sarrus, veja:

Receita de Bolo.

190 Passo: Escrevemos a matriz e repetimos a 12 e a 22 colunas
a direita da 33.

29 Passo: Efetuamos a adigdo algébrica dos produtos dos
elementos indicados pelas setas conforme o esquema abaixo

1
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troca de sinal
~ - f’r o L
By T Sy Gn” Ay
det 4 =ay h?.&z'::f}lj :‘f‘&a:r a3
Pid ..-A-‘ - - L‘\
[Gaf Bei Hsi| B sy

- Bl

e e %
conserva o sinal

3.0. Propriedades dos Determinantes
As propriedades que estudaremos a seguir poderao ajudar na
simplificagdo desse calculo.

P1 ) Somente as matrizes quadradas possuem determinantes.

P2 )Se todos elementos de uma fila de uma matriz quadrada

forem iguais a zero, seu determinante sera nulo.

3 12 7
Exemplo: 0 0 0|=0
10 -9 -5

P3 )Se uma matriz quadrada tem duas filas paralelas

iguais ou proporcionais, entdo o seu determinante é igual

a zero.
Exemplos:
J5 -2 7 11
129 1 6 12
a)| 4 16 1[{=0 b) 7 8 17 =0
3 12 9 1
3 - 2 4
3
(Ll = L3) (Lz = 3'L4)

P4 )Se uma fila de uma matriz quadrada A é combinacdo linear

de duas ou mais filas paralelas, entdo detA=0.

P5 )Multiplicando-se (ou dividindo-se) os elementos de uma fila
por um numero real/{:(k = 0) , 0 determinante fica multiplicado
(ou dividido)respectivamente por k.

P6 )(Teore ezout)

ER

Se trocarmo ‘% osicoes de duas filas paralelas de uma
agasd, seu determinante muda de sinal.

+
& ikt
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a b

c c b a
Se d e f|=3,entio| f e d|=-3
g h i i h g

P7) O determinante de uma matriz triangular é igual ao

produto dos elementos de sua diagonal principal.
P8 ) (Teorema de Becker)

O determinante de uma matriz quadrada A igual ao
determinante de sua matriz transposta A’ , isto é:

det A = det A’

P9)Se A e B s3o0 matrizes quadradas de ordem 7, pelo

teorema de Binet, temos:

det (4.B )= det A.det B

det ( B.A )= det B.det 4~ SSHA- BT @A)

Pw) Determinante da matriz inversa.

Q@

esedetA=0 , ndo existe a matriz inversa Ail. Dizemos
entdo que a matriz A & SINGULAR ou NAO INVERSIVEL.

~ - -1 . PR
e sedetA=0 , entao a matriz inversa A existe e é Unica.

Dizemos entdo que a matriz A é INVERSIVEL ou
INVERTIVEL.

PH)Se uma matriz quadrada A de ordem né

multiplicada por um namero real k , 0 seu determinante
fica multiplicado por k", isto é:

det(k.A) = k".det A




